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Rozwigzywanie rownan
nieliniowych z jedna niewiadomag

Nalezy znalez¢ pierwiastek rownania f(x) -0
nieliniowego czyli rozwigza¢ rownanie

Twierdzenie:

Jezeli funkcja f(x) jest okreslona i ciagta w danym przedziale
<a,b> i funkcja zmienia znak na koncach przedziatu

f@f®B)<0

to w przedziale <a,b> znajduje sie
przynajmniej jeden pojedynczy
pierwiastek.

Przedziat <a,b>, w ktérym znajduje

sie pojedynczy pierwiastek réwnania
nosi nazwe przedziatu izolacji
pierwiastka.
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Rozwigzywanie rownan
nieliniowych z jedna niewiadomag

Jezeli funkcja zmienia znak na granicach przedziatu, to w tym
przedziale moze istnie¢ wiecej pierwiastkéw

oo f(@)f(B)<0
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Rozwigzywanie rownan
nieliniowych z jedna niewiadomag

S

fla)f(r=0 1

Jezeli funkcja nie zmienia znaku na granicach przedziatu, to w
tym przedziale moze istnie¢ pierwiastek lub nie
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Metody numerycznego
rozwigzywania rownan
nieliniowych z jedna niewiadomag

Metody:

epotowienia (rownego podziatu lub bisekcji)
estycznych (Newtona)

eregula-falsi (fatszywej liniowosci)

emetoda siecznych

Met Numer Wvikiad 4 5

Metoda bisekcji

Przedziat <a,b> dzielimy na potowy punktem: x =

Jezeli f(x4)=0, to x; jest szukanym pierwiastkiem rownania.
Jezeli f(x;)#0 to z dwoch przedziatow <a,x;> i <x;,b>
wybieramy ten, na koncach ktérego funkcja f(x) ma rézne znaki,
tzn. spetniony jest jeden z warunkoéw:

f(a) - f(x,) < 0 lub f(x,) - f(b) < O

Met Numer Wvikiad 4 6

2012-11-18



2012-11-18

Metoda bisekcji

Uzyskany przedziat <a,x;> Ilub <xy,b> _a+x
ponownie dzielimy na potowy punktem: X = 3
lub
b+x,
X, =

Jezeli f(x,)=0, to x, jest szukanym pierwiastkiem réwnania.
Jezeli f(x,)*0 to wybieramy nowy przedziat i sprawdzamy znaki
funkcji na jego koncach. Proces ten powtarzamy tak dtugo, az
otrzymamy rozwigzanie dokfadne Iub zostanie osiggnieta
wymagana dokfadnos$¢ rozwigzania.
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Metoda bisekcji

W wyniku takiego postepowania po pewnej liczbie krokéw albo
otrzymamy pierwiastek doktadny f(x,)=0, albo ciag przedziatdw

takich, ze: £(x)f(x,,)<0

gdzie x; oraz x;., sq odpowiednio poczatkiem i koncem i-tego
przedziatu, a jego dtugosc:

_b_
xf_xi+1|_7

Poniewaz lewe konce ciggu przedziatdéw tworzg cigg niemalejacy i
ograniczony z géry, a prawe konce cigg nierosnacy i ograniczony
z dotu wiec istnieje ich wspdlna granica.
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Algorytm dla metody bisekcji

W kazdym kroku obliczamy wzgledny biad przyblizenia

\j _ \‘i_l
v m
€| =|~2—"{x100
x

m

gdzie:
xf;,'l jest pierwiastkiem znalezionym w poprzednim kroku
Xfﬂ jest pierwiastkiem znalezionym w danym kroku
_____Met Numer Wvikiad 4 9

Algorytm dla metody bisekcji

S

a

Poréwnanie btedu aproksymacji
wczesniej tolerancjg €,

z definiowang

nowy podziat ‘

Tak

Czy |e,|>e, ?

e o]

Powinno sie sprawdzi¢ czy liczba iteracji nie przekracza
zadanej wczesniej maksymalnej liczby iteracji. Jesli
przekracza, to program powinien sie zatrzymac.
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Przyktad metody bisekcji

Plywajaca kula
Z praw fizyki wynika, ze
kula bedzie zanurzona do
gtebokosci x takiej, ze

0<x<2R |
0<x <2(0.055) x
0<x<0.11

Water

X —0.165x* +3.993x10* =0

| Met Numer Wvyukiad 4 11

Przyktad metody bisekcji

Zadanie:

a) Zastosowaé metode bisekcji (potowienia) aby znalezé
gtebokosé x, do ktorej kula jest zanurzona w wodzie.
Przeprowadzi¢ 3 iteracje aby oszacowac pierwiastek rownania

X —0.165x*+3.993x10* =0

b) Znalez¢ wzgledny btad przyblizenia po zakonczeniu kazdej
iteracji i liczbe cyfr znaczacych poprawnych w odpowiedzi

Met Numer Wwvkiad 4 12
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Przyktad metody bisekcji

Rozwiazanie

Aby zrozumiec problem 7
funkcja f(x) jest pokazana na 00003
rysunku 00002
flx)=x*-0165x"13993x10*
002 0 002 004
= Function
| Met Numer Wykiad 4 13

Przyktad metody bisekcji

Zaktadamy x, =0.00
x, =0.11

Sprawdzamy znak funkcji w x, i x,,

()= £(0)=(0) =0.165(0) +3.993x10* =3.993x10"*
f(x,)=f(0.11)=(0.11) —0.165(0.11) +3.993x10™* = -2.662x10™*

stad — f(x,)/(x, )= £(0)£(0.11)=(3.993x107 |- 2.662x10™" ) <0

Istnieje przynajmniej jeden pierwiastek réwnania pomiedzy X, i X,, §.
pomiedzy 0i0.11

Met Numer Wwvkiad 4 14
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Przyktad metody bisekcji

Entered function on given interval with upper and lower guesses

0.0
0.0003
¥ 00002
0.00014
-0.02 002 004 00 0.12
-0.0001 X
-0.0002
-0.0003
e Function
xl, Lower guess
xu, Upper guess
| Met Numer Wuykiad 4 15

Przyktad metody bisekcji

Iteracja 1
X, +x 0+0.11
Nowy pierwiastek x, =— 5 L= 5 =0.055

flx, )= £(0.055)=(0.055) - 0.165(0.055)" +3.993x10™" =6.655x10"°
7)) f(x,) = £(0)/(0.055)=(3.993x 107 }6.655x107* ) > 0

Stad pierwiastek lezy pomigdzy X, i x,, czyli pomiedzy 0.055 i 0.11. Dlatego
nowe granice przedziatu sa:

x, =0.055, x,=0.11
W tym momencie, wzgledny btad przyblizenia nie moze by¢ obliczony, bo to
jest to pierwszy krok

&

Met Numer Wukiad 4 16
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Przyktad metody bisekcji

Entered function on given interval with upper and lower
guesses and estimated root

0.0
0.0003
¥ 0.00021

0.0001

0027 9] 002 0b4 O 008 01 012

-0.0001 X
-0.0002
-0.00031

Function

x|, Lower guess
xu, Upperguess
— ¢ Estimated root

Po pierwszej iteracji

| Met Numer Wvyukiad 4 17

Przyktad metody bisekcji

Iteracja 2
X, +3 0.055+0.11
Nowy pierwiastek X, = il 5 T = 3 =0.0825

£(5.)= F(00825)= (00825 ~0 165(0.0825) +3.993x107 =1 62210
f(v".v)f(«\',,,)= f(O)f(0.055)= (6.655 X1075X—1.622 ><10’4)< 0

Stad nowy pierwiastek lezy pomiedzy x, i X, tj. pomigedzy 0.055 i 0.0825.
Gorna i dolna granica pierwiastka:

x, =0.055, x, =0.0825

Met Numer Wukiad 4 18
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Przyktad metody bisekcji

Entered function on given interval with upper and lower
guesses and estimated root

it

0.0003+

0.00014

0.0002 4

-0.02

002 004 00N OB 01 012
-0.00011 X

-0.0002+

-0.0003

Po drugiej iteracji

Met Numer Wvikiad 4

—_— Fun

AN

ction

xl, Lower guess

xu, Upper guess
— I, Esptilamaﬂad root

19

Przyktad metody bisekcji

Btad wzgledny przyblizenia po drugiej iteracji wynosi

Zadna z cyfr znaczacych nie jest poprawna w wyniku x,, = 0.0825 gdyz

&=

x}ﬂ m

i i-1
_ =x100
xi

m

0.0825-0.055

0.0825

=33.333%

btad wzgledny jest wiekszy od 5%.

Met Numer Wvikiad 4

le, |<0.5x10%"

‘xlOO
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Przyktad metody bisekcji

Iteracja 3
~_x,+x, 0.055+0.0825

X, =0.06875
2 2

Nowy pierwiastek

)

f(x,)=7(0.06875)=(0.06875) —0.165(0.06875) +3.993x10™" =-5.563x10""
£()f (v, )= £(0.055)£(0.06875) = (6.655x 10~ |~ 5.563x 10 ) <0

Stad pierwiastek lezy pomigdzy X, i x.,, tj. pomigdzy 0.055 i 0.06875. Stad
granice wynoszg:

x, =0.055, x, = 0.06875

| Met Numer Wvyukiad 4 21

Przyktad metody bisekcji

Entered function on given interval with upper and lower
guesses and estimated root

D,CIPJ-
0.0003
¥ n.00021
0.0001
-0.02 002 004 008008 071 012
-0.0001 4 X
-0.0002 4
-0.0003 4
= Function
|, Lower guess
xu, Upper guess
— 1, Estimated root
Po trzeciej iteracji
Met Numer Wvyukiad 4 22
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a|

X

X, —X
m m
. %100

i-1

0.06875—0.0823|

Przyktad metody bisekcji

Btad wzgledny przyblizenia po trzeciej iteracji wynosi

=20%

0.06875

‘XIOO

Zadna z cyfr znaczacych nie jest poprawna w wyniku x., = 0.06875 gdyz
btad wzgledny jest wiekszy od 5%.

Met Numer \Wwulkdad 4 23
Przyktad metody bisekcji
Analiza btedu i cyfr znaczacych
Iteracja X, Xu Xm lea| % f(Xm)
1 0.00000 0.11 0.055 | --——- 6.655%10"
2 0.055 0.11 0.0825 33.33 -1.622x107*
3 0.055 0.0825 0.06875 20.00 —3.563%10°°
4 0.055 0.06875 | 0.06188 11.11 4484x107°
5 0.06188 | 0.06875 | 0.06531 5.263 -2.593x107°
6 0.06188 | 0.06531 | 0.06359 2.702 -1.0804x107°
7 0.06188 | 0.06359 | 0.06273 1.370 -3.176x107°
8 0.06188 | 0.06273 0.0623 0.6897 6.497x107
9 0.0623 0.06273 | 0.06252 0.3436 -1.265%x107°
10 0.0623 0.06252 | 0.06241 0.1721 ~-3.0768%10"
| Met Numer Wvykiadd 24
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Przyktad metody bisekcji

Liczba poprawnych cyfr znaczacych m w wyniku wynosi:

l&,|<0.5%x10*™
0.1721<0.5x10*™
0.3442 <10
log(0.3442)<2 —m
m <2 —1og(0.3442)=2.463

tak wiec m=2

Liczba poprawnych cyfr znaczacych w wyniku 0.06241 po 10-tej
iteracji wynosi 2.

Met Numer Wukiad 4 25

Zalety bisekcji

e metoda jest zawsze zbiezna

e przedziat, w ktérym znajduje sie pierwiastek
jest zawsze potowiony

Wady bisekcji
e metoda jest wolnozbiezna

e jezeli pierwiastek odgadniety jest bliski
rzeczywistemu to szybkos¢ maleje

Met Numer Wukiad 4 26
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Wady metody bisekcji

e Jezeli funkcja f(x) jest taka, ze dotyka osi OX to
nie mozna znalez¢ pierwiastka metodg bisekcji

f@1

Met Numer Wvikiad 4
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Wady metody bisekcji

Funkcja zmienia znak ale nie ma pierwiastka

.
J®

_

Met Numer Wvikiad 4
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Zatozenia:

Met Numer Wvikiad 4

Metoda regula-falsi

regula - linia; falsus- fatszywy

liniowosci funkcji

ejest to pierwiastek pojedynczy
of(a)f(b)<0

of(Xx) jest na przedziale <a,b> funkcjg klasy C2

odf/dx i d2f/dx2 majq staty znak w tym przedziale

Metoda zwana jest metoda fatszywego zatozenia

ew przedziale <a,b> réwnanie f(x)=0 ma doktadnie
jeden pierwiastek

potrzebne do ustalenia btedu i statego punktu iteracji

29

v fla)<o0
) >0
1(b) >0

Metoda regula-falsi

=)

Met Numer Wvikiad 4

Metoda ta ma punkt staty,
jest nim punkt, w ktérym

mozliwe sg jedynie

fl@)>0

nastepujace przypadki:

fla) <0
(o) >0
f"(a) <0

Przy takich zatozeniach

spetniony jest warunek: 0|

T2/ Ty

p=1b

30
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Metoda regula-falsi

Rozwazmy przypadek: yi

f(b)
Przez punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b))
prowadzimy cieciwe (sieczng) o
rownaniu:

fO-f@

b—a £ x)
fla)

y-fla)=

Punkt x,, w ktérym cieciwa przecina 0$ OX jest pierwszym
przyblizeniem szukanego pierwiastka.

¢ —ae L@
S~ f(@

Met Numer Wyukiad 4 31

(b-a)

Metoda regula-falsi

Jezeli f(x,)=0, to x, jest szukanym pierwiastkiem.

Jezeli otrzymane w  ten sposob
przyblizenie jest za mato doktadne, to
przez punkty C = (x4, f(x4)) oraz przez ten
z punktéow A i B, ktérego rzedna ma znak
przeciwny niz f(x;) prowadzimy nastepng
cieciwe. Punkt x,, w ktérym cieciwa
przetnie 0$ OX jest kolejnym

przyblizeniem. Proces iteracyjny ruy
konczymy, gdy uzyskamy rozwigzanie z fla)-
zadang doktadnoscia. Tworzymy ciag:
X1,X5,+-Xp,

x,=0  x,,=x —A(b—xk) k=12,...n

S ()= f(x)

Met Numer Wyukiad 4 32
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Metoda regula-falsi

Mozna wykazaé, ze przy przyjetych zatozeniach ciag x;, X,
..X, jest rosnacy i ograniczony a wiec zbiezny. Jego granicg
jest szukany pierwiastek o czyli f(a)=0

Btad n-tego przyblizenia mozna oceni¢ na podstawie:

fx)-fle)=f'(e)(x,-a)
gdzie c jest zawarte w przedziale od x, do a

%)
xn—a|é f( i?)
m

m= 1nf |f'(x)‘

xe<a,b>

Met Numer Wvikiad 4 33

Metoda regula-falsi

Przyktad: Znalez¢ dodatni pierwiastek rownania:
f(x)=x"+x"-3x-3
w przedziale (1,2) i oceni¢ btad przyblizenia.

Sprawdzamy zatozenia:
S'(x)=3x"+2x -3 S"(x)=6x +2
['(x)>0i fM"(x)>0dla x>1

f==4 f(2)=3

Met Numer Wyukiad 4 34
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3+4
2-1

v+4=

(x=1)
Aby y=0, x,=1,57142

W drugim przyblizeniu x,=1,70540
Ocena btedu przyblizenia w przykfadzie:

S1(x)

m= inf

xe<a.b>

Met Numer Wvikiad 4

Metoda regula-falsi

Rownanie cieciwy przechodzacej przez punkty A(1,-4) i B(2,3)

Znajdujemy f(x,)=-1.36449. Poniewaz f(x;)<0, to cieciwe
prowadzimy przez punkty B(2,3) i C(1,57142,-1,36449)

35

Metoda regula-falsi

Ocena btedu przyblizenia w przyktadzie:
m= inf |f (x)|
xe<a,b>

3x2+2x—3]=2

m= 1nf

xe<l,2>

f(x,)=-0,24784
v, — |

<22 <014

Poniewaz ciqg przyblizen jest rosnacy, wiec

1,70540 < a < 1,8294

Met Numer Wvikiad 4
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Metoda regula-falsi a metoda
siecznych

Wadg metody jest jej stosunkowo powolna zbieznos¢.

Metode regula-falsi mozna znacznie ulepszy¢ tzn. poprawic jej
zbieznos¢, jezeli zrezygnujemy z zadania, aby funkcja f(x)
miata w punktach wytyczajacych nastepng cieciwe rézne znaki
(z wyjatkiem pierwszej iteracji).
f(x)

Jest to metoda siecznych
FG)

Met Numer Wyukiad 4 37

Metoda siecznych

W celu obliczenia przyblizenia x;,, korzystamy z dwdch
wczesniej wyznaczonych punktow: x; i x;, . Wzor okreslajacy
ciag przyblizen jest nastepujacy:

Y . =x — f(xi)(xi _xf—l)

i+l T Sx)=f(x)

Wadg metody siecznych jest to, ze moze nie by¢ zbiezna do
pierwiastka (np. gdy poczatkowe przyblizenia nie lezg dos¢
blisko pierwiastka). Dodatkowo cigg przyblizen powinien byc¢
malejacy (jezeli odlegtosé pomiedzy kolejnymi przyblizeniami
jest tego samego rzedu co oszacowanie btedu, jakim jest
obarczona, to nastepne przyblizenie moze by¢ catkowicie
btedne).

Met Numer Wvkiad 4 3§
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Metoda stycznych — metoda
Newtona-Raphsona
I fle)<o Y fla)>0
Zaktadamy, ze f(x) ma f®).>0 f®) <0
rézne znaki na koncach f'®) >0 f"(@) >0
przedzialu <a,b> oraz
f'(x) i f"(x) majq staty - : Ny
znak. i s pp e ) P n\i z
y i Jako pierwsze przyblizenie
: sirnten Lepacarfi Lo - ; pierwiastka przyjmujemy
e ' z o T = =. b = ten koniec przedziatu,
w ktéorym funkcja f1ijej
druga pochodna maja
}‘Eb)bg ﬁff,)((? ten sam znak, tzn.
< > ”
by <0 "(a) <0 ng_ f(XO ) ' f (XO ) 2 OI
gdzie xo= a lub x4 = b.
Met Numer Wvkiad 4 39
Metoda stycznych — metoda
Newtona-Raphsona
Z wybranego konca prowadzimy y fla) <0
styczng do wykresu funkcji f(b).>0
y = f(x). Punkt x;, bedacy punktem £(6) > 0
przeciecia stycznej z osig OX jest
kolejnym przyblizeniem pierwiastka.
Jezeli otrzymane w ten sposdéb
przyblizenie jest za mato doktadne, Z4 o
to z punktu o wspdtrzednych (x,, SE & . ey
f(x,)) prowadzimy nastepng styczna.

Punkt x,, w ktérym styczna przecina
sie z osig OX jest kolejnym
przyblizeniem. Proces iteracyjny
konczymy, gdy uzyskamy
rozwigzanie z zadang doktadnoscia.

Met Numer Wvikiad 4

y=J®)=f"(b)(x—-b)

_fb)
/'(b)

1 —_

40
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Metoda stycznych — metoda
Newtona-Raphsona

Wzdor okreslajacy kolejne
przyblizenia szukanego

rozwigzania:
LS
i+l i f’(x,- ) o ‘
Jest to zbiezny cigg przyblizen / X
malejacy (X1 < X,) lub

rosnacy (X,,1> Xp)
i ograniczony z dotu lub z gory.

Jx)

Btad n-tego przyblizenia mozna oceni¢ podobnie jak w
metodzie regula-falsi:
J(x,)

J'(x,)

Met Numer Wwvkiad 4 41

~
~

| n+l

Metoda stycznych — metoda
Newtona-Raphsona

Znanym przyktadem zastosowania metody stycznych jest
algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego.

Pierwiastek kwadratowy z liczby dodatniej c jest dodatnim
pierwiastkiem rownania:

x’—c=0
Obliczenia: f(x)=x2 —c fl(x)zzx
j flx,) X, —¢
Stosujac metode stycznych:  x, =X, ———F=X ————
f (xil) 2x11

Otrzymujemy: 1 c

xn+1 == xrz +—

2 xll

Met Numer Wwvkiad 4 42
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Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)

Dane jest rownanie f(x)=0 gdzie f(x) jest funkcjg ciagta.
Nalezy wyznaczy¢ pierwiastki rzeczywiste tego réwnania.

Réwnanie to sprowadzamy do réwnania rownowaznego:

X =@(x)

Graficzna interpretacja oparta jest na wykresach funkcji:
y=x y=ox)

Metoda iteracji jest zbiezna gdy

o' (0 <1
Met Numer Wyuklad 4 43
Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
Przypadki gdy metoda jest zbiezna:
Y ¢'(z) >0 Y ©'(z) <0
' (z)| < 1 y = ¢(z) le'(z)] <1
y = p(z)
y==zx
y=z
|
| oy
| | | il
el | | Pt
e e [ | | | |
e lE el i i T
0 Lo s Dot v G e e e G A ) 1 Te %o o T
Met Numer Wyukiad 4 44
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Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)

Przypadki gdy metoda jest rozbiezna:

Y y
@'(z) >0 ¢'(z) <0
I/ (@) > 1 I¥/(@)] > 1
% y=yp(z
y = ¢(z) U=2 )
| y==x
\
|
I
| | |
| | {2
| | B | I
| | falesdl |
l l l s Ead 1
0 Tx X0 T T2 0 T3T1 Ty To T2 4
Met Numer Wyvkiad 4 45

Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
Zadanie domowe:
Znalez¢ pierwiastek rownania: X = x—45=0

w przedziale [1,2] metodgq iteracji

x=@(x) w rézny sposob:

a) x=x-45 ) x=2140

X e) x=3x+4.5

4.5
h) x=—o B }x+4.5
) x?+1 d) x= X

Sprawdzi¢, ktéry sposob zapewnia zbiezno$¢ metody

Met Numer Wukiad 4 46

Réwnanie f(x)=0 mozna sprowadzi¢ do réownania rownowaznego

2012-11-18
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Metoda kolejnych przyblizen (iteracji)
Zadanie domowe:
Znalez¢ pierwiastek rownania: X—x=45=0
w przedziale [1,2] metodgq iteracji

Réwnanie f(x)=0 mozna sprowadzi¢ do réwnania réwnowaznego
x=@(x) w rozny sposodb:

a) x=x —45 c) x:ﬂ

X e) x=3x+4.5

4.5
h) x=—o B }x+4.5
) ' +1 d) x= X

Sprawdzi¢, ktory sposéb zapewnia zbiezno$¢ metody

Met Numer Wwvkiad 4 47

Poszukiwanie minimow funkcji jednej
zmiennej

Zadanie znajdowania minimum funkcji f(x) mozna sprowadzi¢ do
rozwigzania rownania f'(x)=0

Wyznaczenie pochodnej funkcji moze byc¢ zbyt trudne lub funkcja
moze nie by¢ rézniczkowalna.

Jezeli funkcja f jest dostatecznie regularna i mozna jgq lokalnie
przyblizy¢ wielomianami niskiego rzedu to mozna zastosowac
metody aproksymacyjne.

Jezeli wiasnosci funkcji nie sg znane to bezpieczniejsze sg
metody podziatu.

Met Numer Wukiad 4 48
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Metody podziatu

Zatozenia: f(x) ma minimum w punkcie o nalezgcym do przedziatu

[a,b], f(x) jest malejaca w przedziale [a, o] i rosnaca w [a,b] czyli
jest unimodalna.

Lemat: Aby zlokalizowaé¢ punkt a w przedziale [a’,b’] o mniejszej

dtugosci niz przedziat [a,b], wystarczy obliczy¢ wartos¢ funkcji w
dwu punktach wewnatrz przedziatu [a,b].

a<t;<t,<b
Jezeli f(t;)<f(t,), to

a e [a,l‘z] |

Jezeli f(t;)>f(t,), to ae[fwb] aty 4 t,p

Met Numer Wukiad 4 49

Metody podziatu

Metoda podziatu na 3 rowne czesci
Przyjmujemy punkty podziatu przedziatu [a,b]:

r{=ga+lb f=LaiZp
3 3 -3 3

W kazdej iteracji nastepuje zmniejszenie przedziatu 3/2 razy

Po I iteracjach uzyskujemy przedziat o dtugosci:

p-a=(2) -

Wartos¢ funkcji obliczono 21 razy

Met Numer Wvikiad 4 50
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Metody podziatu

Metoda potowienia
Przyjmujemy punkty podziatu na cztery czesci przedziatu [a,b]:

3 1 11 13
h=—a+—b ty=—a+—=b ti=—a+—b
44 27597 T4y

W kazdej iteracji nastepuje zmniejszenie przedziatu 2 razy

Po I iteracjach uzyskujemy przedziat o dtugosci:

l 1
— (0) (0)
b—a—(aj (b —a)

Wartos$¢ funkcji obliczono 2I+1 razy

Jest to metoda bardziej ekonomiczna

Met Numer Wukiad 4 51

Metoda optymalnych podziatéw

Metoda Johnsona
Najmniejszej liczby obliczen funkcji wymaga metoda korzystajaca z
cigqgu liczb Fibonacciego.

F,=F =1
Fo 1
Fy 1 F,=F, +F,
F2 2 Opis algorytmu:
F 3 Definiujemy  pozadang dokfadnos¢ p
Fa S wyznaczenia potozenia minimum o., tzn.
Fs 8 chcemy uzyskac taki punkt t, aby
Fe 13
aeclt—p,t+
21 [t - p.t+p]
Met Numer Wukiad 4 52
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Metoda optymalnych podziatow

Opis algorytmu w metodzie Johnsona:

1.Niech: oo O — g

P
2. Znajdujemy takie N, aby [, | <c<F)
i Fy
3. Okreélamy: f =——L(b—a)+a
Fyia

ti=—2(b-a)+a
N-i+l

i=1,2,..., N-2

Met Numer Wvikiad 4
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Metoda optymalnych podziatéw

Opis algorytmu w metodzie Johnsona:

4. W kazdej iteracji obliczamy nowe punkty a,b w
nastepujacy sposob:

Jezeli: f(t,")<f(t,)), to a pozostaje bez zmian, b=t,

Jezeli: f(t,")>f(t,)), to b pozostaje bez zmian, a=t,®

Po i-tej iteracji dtugos$¢ przedziatu [a,b] zostaje zmniejszona

E,
—L razy

N-i+l

bez wzgledu na to, ktéra nieréwnos¢ jest spetniona

Met Numer Wvikiad 4
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Metoda optymalnych podziatow

Opis algorytmu w metodzie Johnsona:

Po (N-2) iteracjach dtugos¢ przedziatu zostaje zmniejszona do
wartosci

Fy, Fy, F b —a®
h—ay="NAL. N2 T2 p0_g0y=2.7 "9 <»
(b-a) FA( ) F. P

- 3

Wykonano facznie N-1 obliczen wartosci funkcji
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Metoda optymalnych podziatéw

Przykiad:

Znalez¢ minimum funkcji f(x)=|x| zlokalizowane na przedziale
[-4,4]. Pozadana dokfadno$¢ p=1.

(a) Metoda potowienia 1= %(_4) _,_%4 =)

/! =%(—4)+%4=0

1 3
fh=—(-4)+ =4 =2
3 4( ) 2

Sprawdzamy: f(-2)>f(0) i f(2)>f(0); mozemy zawezi¢ przedziat
do: [-2,2]
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Metoda optymalnych podziatow

Przykiad:
Dokonujemy nowego podziatu na 4 réwne czesci
7 :%(—Z)Jr%z =-1
| 1
1 = 5(—2)+52 =0
1y =i(—2)+%2 =1

Sprawdzamy: f(-1)>f(0) i f(1)>f(0); mozemy zawezi¢ przedziat
do: [-1,1] ale wtedy t=0; f(t)=0

Wykonano fgcznie 5 obliczen wartosci funkcji
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Metoda optymalnych podziatéw

Przykiad:

Znalez¢ minimum funkcji f(x)=|x| zlokalizowane na przedziale
[-4,4]. Pozadana dokfadno$¢ p=1.

(b) Metoda Johnsona bV —a'"  A-(-4)

Yo, 1
Fy <c<F,=F =5<c=8<F;=8

8

zatem N=5

I :%(b—a)+a=h(4—(—4))+(—4):%8—4:—1

N-i+l 5-1+1

0 = Dt p_gypa= Lo (4—(—4))+(—4):§8—4:1

N—i+l 5-1+1

Met Numer Wvkiad 4 5§
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Metoda optymalnych podziatow

1V =-11" =1
Szukamy nowych granic przedziatu a,b
Jezeli: f(t,")<f(t,)), to a pozostaje bez zmian, b=t,
ale f(-1)=f(1), czyli a=-4 b=1

Obliczamy nowe punkty podziatu:

() = T (b a) b a = B () 4 () = 25 -4 =2
F\Y—i+1 5-2+1 5
10 = Do _ayra= Lo Cayr(-a)= %5—4 =-1
N-i+l 5-2+1

Met Numer Wvkiad 4 59
Metoda optymalnych podziatéw
12 =2, 12 =1
Szukamy nowych granic przedziatu a,b
Jezeli: f(t,")>f(t,'), to b pozostaje bez zmian, a=t,®
ale f(-2)>f(-1), czyli a=-2 b=1
Obliczamy nowe punkty podziatu:
P F. . 1
1 =L (p—a)+a=—""L(1—(-2)+(-2)==3-2=-1
N-i+l P‘573+1 3
3 F, . F. . 2
fé” = (b-a)+ta=—"(1-(-2)+(-2)==3-2=0
N-i+l 5-3+1 3
Met Numer Wvkiad 4 60
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Metoda optymalnych podziatow

1 =-11"=0

Szukamy nowych granic przedziatu a,b

Jezeli: f(t,")>f(t,'), to b pozostaje bez zmian, a=t,®

ale f(-1)>f(0), czyli a=-1 b=1

la,b]=[-11]=¢=0

f(@)=0

Wykonano tacznie 4 obliczenia wartosci funkcji

Met Numer Wvikiad 4

61

Metoda optymalnych podziatéw

Metoda ztotego podziatu

Polega na takim wyborze punktéw podziatu t,() i t,(), aby

e przedziat [a,b] zmniejszat swag diugos¢ po kazdej iteracji tyle samo

razy

epo wyznaczeniu punktéw nowego podziatu, tzn. t;(+1) i t,(+1), jeden
z tych punktéw pokrywat sie z wyznaczonym punktem podziatu w

poprzedniej iteracji.

Ma to na celu zmniejszenie liczby obliczen wartosci funkcji, gdyz
jedynie w pierwszej iteracji obliczamy dwie wartosci funkcji, w

nastepnych za$ juz tylko jedng wartosc¢ funkcji.

Te ceche miat omowiony poprzednio algorytm optymalny

Met Numer Wvikiad 4
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Metoda optymalnych podziatow

Metoda ztotego podziatu
Wymagania te spetnia algorytm, w ktorym:
1" —a=b-t" =t(b-a), re(0,])
bt = o(b-1)
Stad: r’+7-1=0

J5 -1
2

czyli: T =

% 0,62

Liczba © jest stosunkiem bokow prostokata nazywanego

przez starozytnych Grekow ,ztotym”

Met Numer Wvikiad 4
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Metoda optymalnych podziatéw

Metoda ztotego podziatu
Punkty podziatu obliczamy ze wzoru:
1V =a+(1-1)b-a)
tV=b-(-t)b-a)
Przyjeto mnoznik:

1-71

aby zmniejszy¢ btedy zaokraglen przy wyznaczaniu
kolejnych punktéw podziatu

Met Numer Wvikiad 4
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Metoda optymalnych podziatow
Metoda ztotego podziatu

Nowe punkty a,b powstajg w nastepujacy sposodb:
Jezeli: f(t,")<f(t,)), to a pozostaje bez zmian, b=t,
té”” _ r](;)

" =a+(1-1)b-a)

Jezeli: f(t,")>f(t,)), to b pozostaje bez zmian, a=t,®

(0 = (0

A0 =b-(I-0)b-a), i=123...

Aby wyznaczy¢ t metodgq ziotego podziatu z doktadnoscig nie
gorsza niz metoda Johnsona, potrzeba co najwyzej jednego
dodatkowego obliczenia wartosci funkcji.
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