Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

RACHUNEK WEKTOROWY W
FIZYCE

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 1

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Plan

Pojecie wektora

Dziatania na wektorach

Wektor w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych

Przyktady wykorzystania wektorow i dziatan
na nich w fizyce

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 2




Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Pojecie wektora

Wektor ma trzy cechy:

1. Kierunek
2. Zwrot

3. Wartosé -
(dtugosc) /

=] =2
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Wydziat EAIIE . )
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka
DLUGOSC WEKTORA
— A
a a
\ ~ /'
O$ liczbowa . Wersor jest to
S5a wektor jednostkowy
Dtugos¢ wektoral a —
Ogdlnie
Materiat do wyktadu 2 a - ‘a a - a a 4




Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

A punkt przytozenia?

Ruch
postepowy

Ruch
obrotowy

——ee
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Dziatania na wektorach

*Dodawanie

*Odejmowanie

*Mnozenie:
*lloczyn wektora przez liczbe
*lloczyn skalarny dwéch wektoréw

*lloczyn wektorowy dwoch wektorow
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Dodawanie wektorow
II b

a+b
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Odejmowanie wektorow

a—b=a+(-b)

\b‘
-b
Wektor przeciwny
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Reguta réwnolegtoboku

b
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

WEKTOR WYPADKOWY

np. wypadkowe
przemieszczenie,
wypadkowa sita

¥

Number of vectors []2 M3 [J4
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozktad wektora

Materiat do wyktadu 2 11

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ILOCZYN WEKTORA PRZEZ LICZBE
ka=b

l —

— 3

=]
I
=p

A 4

— -1,5a=b

Wynik dziatania jest wektorem
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wektoryi b sarownolegte

(majg ten sam kierunek)
ka=b= ﬁHb

Gdy k>0, zwroty zgodne

Gdy k<0, zwroty przeciwne
Wartosé (dtugosé) wektora: b = ‘k‘a

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ILOCZYN SKALARNY - DEFINICJA

aob=abcosd

=nt!

() Wynik dziatania jest liczba:
dodatnig, ujemng (kiedy?) lub
l nawet zero

Dziatanie jest przemienne zaob =boa

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ILOCZYN SKALARNY - KONSEKWENCJE

4 dob=2abcos90°=0

=ntl

Jezeli wektory sg prostopadte
to ich iloczyn skalarny jest
réowny 0

(p:QOO

A 4

l Stuzy do sprawdzania
prostopadtosci wektorow

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 15

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ILOCZYN SKALARNY - KONSEKWENCJE

p=0° l doda=a’

o
»

»

l Stuzy do okreslenia dlugosci wektora
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ILOCZYN WEKTOROWY - DEFINICJA

axb=c¢

Wynik dziatania jest
wektorem. Nalezy zatem
podac trzy jego cechy, nie
tylko wartosc¢ ale przede
wszystkim kierunek (!!!) i
zwrot
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn wektorowy - definicja

1. Kierunek wektora @ x b jest
prostopadty do ptaszczyzny utworzone;j

przez wektory l i p czyli

axbOa
axb Ob
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn wektorowy - definicja

2. Zwrot wektora @ X b
okreslamy regutg prawe;j reki
lub Sruby prawoskretnej

Dziatanie to nie jest przemienne

— = g —
axb=-bxa
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn wektorowy - definicja

3. Dlugo$¢ wektora q X b
to liczba:

‘QXHZabﬂn¢
Uwaga: Jezeli przynajmniej jeden z wektorow
jest zerowy lub wektory majg ten sam kierunek

(pokrywajg sie lub sg réwnolegte) to 4 x B =0

W szczegolnosci g xgq =()

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 20
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

axa=0
DLACZ EGO?

Bo jezeli jest tylko jeden wektor to nie mozna
utworzy¢ ptaszczyzny, do ktorej wektor bedacy
wynikiem iloczynu wektorowego bytby
prostopadty.

Jak widac, jest to problem kierunku a nie
wartosci wektora.

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 21

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn wektorowy - konsekwencje

1. Jezeli

—

ﬂ$:>QXb:O

2. Stuzy do sprawdzania réwnolegto$ci wektoréw

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 22
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Algebra wektorow

Rozdzielnos¢ mnozenia skalarnego i wektorowego
wzgledem dodawania (odejmowania)

ao(b+¢)=aob+ao¢

ax(b+c¢)=axb+ax¢

Dzieli¢ przez wektor nie wolno !!!

|| &)

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 23

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Algebra wektorow
Przyktad 1.

Dane jest rownanie wektorowe:
23 -3b+%|[+b)ob|=0
Znalezé wektor X

Rozwigzanie:

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 24
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Algebra wektoréw

23 -3b +x|[d +b)ob|=0

Rozwigzanie:

—

1. Z rozdzielnoSci mnozenia 2% —3b + i(?l ob+bo f,) =0

wzgledem dodawania:

2.Ale: bob=b’
3. Dodajgc i odejmujgc stronami
jak w ,zwyktym” réwnaniu: i(ﬁ o + bz): 2% +3b
4. Mamy prawo podzieli¢ przez

wyrazenie w nawiasie po -24+3b
upewnieniu sie, ze jest liczba: X=——=—>
aob+b
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 25
Wydziat EAIIE . )
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: F|Zyka

Dowodzenie twierdzen

Rachunek wektorowy utatwia dowodzenie twierdzen
geometrycznych.

Przykiad 2.

Udowodnic, ze dwa wektory muszg miec réwne
dtugosci jezeli ich suma jest prostopadta do ich
roznicy.

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 26
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Dowdd
1. Jezel:  (a+b)0(@-b)
2. To (z definicji iloczynu skalarego):
@+b)o([@-b)=0

3. Korzystajac z rozdzielnosci mnozenie wzgledem
dodawania:

—

aca—aob+boca—-bob=0

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 27

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Dowdd
4. lloczyn skalarny jest - -
przemienny, a zatem: acb+boa=0
5.  dod—dob+boda—bob=0

redukuje sie do: 42 _pZ =

6. Zatem:
a=b
c.n.d.

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 28
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Zadanie 2-1

Stosujgc rachunek wektorowy udowodni¢ twierdzenie

kosinusow.

Materiat do wyktadu 2

2010/2011, zima 29

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wektor w kartezjanskim ukladzie
wspoirzednych — przypadek dwuwymiarowy

A

S

Materiat do wyktadu 2

a=a ta =al+aj
Tw. Pitagorasa
N ) 2
a=,a;+ ay
> Trygonometria
X
a
tg¢=—
a X
2010/2011, zima 30
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wektor w kartezjankim uktadzie
wspotrzednych — 3D

Z < % 2
a, ix j=Kk
A ioj=20
K a, —
> o i =1
X A X
X a=ai+a j+ak

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Zadanie 2-2

Stosujgc definicje iloczyndéw skalarnego i
wektorowego oblicz:

ix Kk, jxk, jx

9 2

@ >

oraz

i 0 >
(0]
~>
»
Qo 0 >
(0]
~>
Qo 0 >
(0]
Qo 0 >

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima

32
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Dziatania na wektorach
w ukiadzie kartezjanskim

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 33

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

1. Dodawanie wektorow

a+b

Wynik jest wektorem

?1=axi+ayj+azlz B:bxi+byj'+bzf<
a+b=(a, +b,)i+(a, +b,)j+(a, +b,)k

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 34
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

2. Rownosc¢ wektorow

—

a=b Iluba=hb

a=aitajtak b=b,i+b j+bk
. ( aX - bX
Wynik b
{ 4y =0y
\ aZ - bZ
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 35
Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

3. lloczyn skalarny

a=aitaj+tak b=bi+b,jt+bk

Wynk  dob=ab, +ab, +a,b,

OBROWIAZ WE TYLKO W UKLADZIE
KARTEZJANSKIM - DLACZEGO?

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 36
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

4. lloczyn wektorowy

a=aitajtak b=b,i+b j+bk

i j k
a, a,
bZ

1
o

Wynik  axb

X y
X b y
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 37

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZASTOSOWANIE RACHUNKU
WEKTOROWEGO
W FIZYCE

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 38
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wielkosci fizyczne

Dtugos¢, czas, sita, masa, predkosc, przyspieszenie,
temperatura, ciSnienie, natezenie pola elektrycznego,
natezenie pradu elektrycznego, strumien pola
magnetycznego

SKALARY WEKTORY

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 39

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Mnozenie wektora przez liczbe:
Ped: definicia p =mv
Pytanie: Jaki jest kierunek wektora pedu?

V' wektor predkosci

masa M
—
N
o]
- || —
Odpowiedz: p V
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 40

20



Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn skalarny

Praca W =Fos

Wektor sit
F y W =F s cos ¢
L e
A B
Wektor przesunigcia s =AB
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima

41

Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn wektorowy:

1. Moment sity (ang. torque)
T = xF

2. Moment pedu (ang. angular
momentum)

L=rxp

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima

42
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Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

lloczyn wektorowy:

3. Sita Lorentza (ang. magnetic force) — sita
dziatajgca na tadunek g poruszajgcy sie w polu
magnetycznym o wektorze indukcji B

—

F=qvxB

- -

Y:: tf: q?; X §
To jest definicja wektora fr \J\W/R/ =
indukciji pola - + -
S q
magnetycznego - :
v
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 43
Wydziat EAIIE . _
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka
Okreslanie zwrotu iloczynu wektorowego :
i
B q charge
Torque is the maonetic <
vector product o <
of radius vector magnetic
and applied force. CEes
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 44
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Pole magnetyczne zakrzywia tor ruchu tadunku
elektrycznego.

p - skok Sruby

p:VH T

r - promien sruby

2
mvp _
—-qVv DB
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 45
Wydziat EAIIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka
Zadanie 2-4

Rozwazy¢ szczegdlne przypadki ruchu czastki
natadowanej w polu magnetycznym, gdy:

a)wektor predkosci jest rownolegty do wektora
indukcji magnetycznej

b)wektor predkosci jest prostopadty do
wektora indukcji magnetycznej

Odpowiedzieé na pytania: jaka sita dziata na
czastke i jaka krzywa opisuje tor ruchu
czastki.

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 46
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Zadanie 2-5

Zastanowi¢ sie nad innymi zastosowaniami
rachunku wektorowego zaréwno w matematyce
jak i fizyce. Poszukac informacji na temat iloczynu
mieszanego oraz podwadjnego iloczynu
wektorowego czyli:

ao(bxc) ax(bxc)

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 47

Pole magnetyczne nie zmienia energii kinetycznej
czastki natadowanej poruszajgcej sie w tym polu

Kk~ VYoV — =——VovV=mvo—
2 dt 2 dt dt
dv L =
m—=ma=F
ale dt
dE L= L =
czyli —k=VoF:qu(V><B)
dt —_—

0

E,=const

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 48
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TEST 2P

1. Wektor o dtugosci 20 dodano do wektora o dtugosci 25.
Dtugos¢ wektora bedgcego sumg wektoréw moze by¢
rowna:

A) zero B)3 C) 12 D)47 E) 50

2. Wektory a i b lezg na ptaszczyznie xy. Mozemy
wnosi¢, ze 4 =p jezeli

A) CITZ +a}12 :bx2 +b%2 D) a, /ax :by /bx
B) a, +ay :bx +by E) a, = a, i bx :by
C)

a, =b, i a,=b,

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 49

3. Jezeli g =(6m)i -(@8m)j 1o 4a ma wartoSc:
A) 10m B)20m C)30m D)40m E)50m

4. Kat pomiedzy wektorem g =(-25m)i +(45m)j a dodatnim
kierunkiem osi OX wynosi:
A) 29° B) 61° C) 1190 D) 151° E) 2090

5. Dwa wektory, ktorych poczatki sie pokrywajg, tworzg
pewien kat. Jezeli kat pomiedzy tymi wektorami zwigekszy
sie 0 20° to iloczyn skalarny tych dwoch wektorow
zmienia znak na przeciwny. Kat, ktéry poczatkowo
tworzyty te dwa wektory wynosi:

A) 0 B) 600 C)70° D)80° E)90°

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 50
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6. Dwa wektory @=@m)i-2m)j  b=Q2m)i+@m)j-2mk
wyznaczajg jednoznacznie ptaszczyzne. Ktéry z
wektordw jest prostopadty do tej ptaszczyzny:

A)  @myi+@©m)j+13mk D) (4myi+@6m)j-(13mk
B) (=4m)i +(6m)j+(13m)k E) @mi+(6m)j

C) (4m)i—(6m)j+(13mk

7.Warto$¢ i o (j x k) wynosi:

A) zero B)+1 C)-1 D)3 E) V3

Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 51

TEST 2A

1. A vector of magnitude 3 CANNOT be added to a vector
of magnitude 4 so that the magnitude of the resultant is:

A) zero B)1 C)3 D)5 E)7

2. A vector has a magnitude of 12. When its tail is at the
origin it lies between the positive x axis and negative y
axis and makes an angle of 30° with the x axis. Its y
component is:

A) 6V3 B)-6 V3 C)6 D) -6 E) 12

3. A vector has a component of 10 in the +x direction, a
component of 10 m in the +y direction, and a component
of 5 min the +z direction. The magnitude of this vector
is:

zero B)15m C)20m D)25m E)225m

26



4. Two vectors have magnitudes of 10 and 15. The angle

between them when they are drawn with their tails at
the same point is 65°. The component of the longer
vector along the line of the shorter is:

A) 0 B)4.2 C)6.3 D) 9.1 E) 14
5. If the magnitude of the sum of two vectors is less than
the magnitude of either vector, then:
A) the scalar product of the vectors must be negative
B) the scalar product of the vectors must be positive
C) the vectors must be parallel and in opposite directions
D) the vectors must be parallel and in the same direction
E) none of the above
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 53
Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Podsumowanie
Dziatanie Wynik Metoda Zastosowanie
postepowania
dodawanie wektor wypadkowe
i+b przemieszczenie,
reguta wypadkowa sita
odejmowanie wektor rownolegtoboku | algebra wektorow,
i-b dowodzenie
twierdzen
rozktad wektora wektory rownia pochyia,
sktadowe rzut uko$ny, itp.
Materiat do wyktadu 2 2010/2011, zima 54
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: FiZyka
Dziatanie | Wynik Definicja | Wzér w w W fizyce
uktadzie matema-
kartezj. tyce
iloczyn | skalar - o prosto- praca,
skalarny dob=abcosp dcbZab.+ab +ab, nagioss | energia
b wektoréw | np.kinetycz-
na
iloczyn | wektor |axb=absingn c s réwno- moment
1
wektorowy XDl a’ . | [legtos¢ pedu,
i xb 1. kierunek bx by bZ wektoréw mome_nt
2. zwrot x Ty vz sity, sita
3 wartosé Lorentza
mnozenie |wektor | ka=b = QHB a. =b réwno- ped, Il
wektora 1. kierunek ka" _ b" legtosé zasada
przez ki 2. zwrot . Y _ Y wektorow | dynamiki
liczbe 3.wartosé ka %z =Dz
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