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mmm Czy zajmuje sie
ace Pprobabilistyka i statystyka?

Teoria prawdopodobienstwa (takze rachunek
prawdopodobienstwa lub probabilistyka) - dziat matematyki
zajmujacy sie zdarzeniami losowymi. Zdarzenie losowe to wynik
doswiadczenia losowego.

Doswiadczenie losowe moze by¢ powtarzane dowolnie wiele razy
w warunkach identycznych lub bardzo zblizonych a jego wynik nie
daje sie przewidzie¢ jednoznacznie.

| - oznacza ile razy zaszto
1 dane zdarzenie gdy
5  doswiadczenie powtarzano n
razy

Czestosc zdarzenia:

Prawidtowos$¢ statystyczna - przy coraz wiekszej liczbie
doswiadczen losowych czestos$¢ zdarzenia dazy do pewnej statej

liczby
mmm Czy zajmuje sie

acH Pprobabilistyka i statystyka?

« Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje sie badaniem
abstrakcyjnych poje¢ matematycznych stworzonych do opisu
zjawisk, ktore nie sg deterministyczne:

1. zmiennych losowych w przypadku pojedynczych zdarzen oraz

2. procesow stochastycznych w przypadku zdarzen

powtarzajacych sie (w czasie).

- Jako matematyczny fundament statystyki, teoria
prawdopodobienstwa odgrywa istotna role w sytuacjach, w
ktorych konieczna jest analiza duzych zbioréw danych.

Jednym z najwiekszych osiggnie¢ fizyki dwudziestego wieku byto
odkrycie probabilistycznej natury zjawisk fizycznych w skali
mikroskopowej, co zaowocowato powstaniem mechaniki kwantowej.

Statystyka zajmuje sie metodami zbierania informacji
(liczbowych) oraz ich analizg i interpretacija.

ot Rys historyczny

« Matematyczna teoria prawdopodobienstwa siega swoimi
korzeniami do analizy gier losowych podjetej w
siedemnastym wieku przez Pierre de Fermata oraz Blaise
Pascala.

« Ztego powodu, poczatkowo teoria prawdopodobienstwa
zajmowata sie niemal wyfacznie zjawiskami dyskretnymi i
uzywata metod kombinatorycznych. Zmienne ciggte
zostaty wprowadzone do teorii prawdopodobienstwa
znacznie pdzniej.

« Za poczatek stworzenia wspotczesnej teorii
prawdopodobienstwa powszechnie uwaza sie jej
aksjomatyzacje, ktérej w 1933 dokonat Andriej
Kotmogorow.
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“JM Rys historyczny

Blaise Pascal (1601-1662)

XVII w. , Paryz, Francja

Uniesmiertelnit kawalera de Méré
oraz jego paradoks hazardowy
prawdopodobienstwa wyrzucenia
szostek na jednej i dwoch kosciach.

»Trojkat Pascala” wykorzystywany przy
potedze sumy
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et Rys historyczny
Poczatek XVII w., Touluse, Pierre de Fermat (1601-1665)
Francja

Badat wlasciwosci liczb
pierwszych, teorie liczb,
réwnolegle opracowat metode
wspotrzednych w geometrii.
Razem z Pascalem stworzyt
podstawy pod wspoétczesny
rachunek
prawdopodobienstwa.
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m Rys historyczny
b

XVIII-XIX w., Paryz, Francja
Siméon-Denis Poisson

Przyjaciel Lagrange'a, uczen (1781-1840)
Laplace'a na stawnej Ecole
Polytechnique.

Poza zagadnieniami
mechaniczno -fizycznymi
zajmowat sie teorig
prawdopodobienstwa.

Proces stochastyczny (podobnie
jak pr. Markowa), rozktad
Poissona - dystrybuanta!
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mmm Rys historyczny
AGH

Carl Frederich Gauss XVII-XIX w., Getynga, Niemcy

(1777-1855)
Profesor Universytetu w Getyndze

Genialny matematyk, ktory juz w dziecinstwie
wyprzedzat umiejgtnosciami rowiesnikow
(w szkole podstawowej jako jedyny
rozwigzat zadanie nauczyciela -
zsumowanie liczb 1 do 40 — zauwazajac ze
jest to (40+1)*20)

Rozktad normalny, zwany krzywa Gaussa
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@IM Paradoks kawalera de Méré

De Méré, zapalony gracz w kosci, dokonat obserwacji, ze
czesciej wypada jedna széstka przy 4 rzutach jednag
kostka niz dwie szostki przy 24 rzutach dwiema
kostkami.

Wg. (btednej) logiki gracza:

Na jednej kostce: 4 * 1/6 = 4/6
Na dwoéch kostkach: 24 * 1/6 * 1/6 = 24/36 = 4/6

Zdarzenia wydaja sie mie¢ takie samo
prawdopodobienstwo, dlaczego zatem hazardzista
obserwowat inny wynik?
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acy ROzZwiazanie paradoksu de Méré

Prawidlowo obliczone prawdopodobienstwo owych zdarzen:

a) wyrzucenie co najmniej jednej szostki przy 4 rzutach jedng
kostka = 1 — prawdopod. nie wyrzucenia zadnej széstki przy

4 rzutach jedna kostka =
4
1- 5|61 ~0,5177
6 1296

b) wyrzucenie co najmniej raz dwéch széstek przy 24 rzutach
dwiema kostkami = 1- prawdopod. niewyrzucenia dwéch
szostek przy 24 rzutach 2 kostkami =

24
1—(§] ~0,4914
36
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“lmm STATYSTYKA

AGH

/

OPISOWA ANALIZA DANYCH
(DESCRIPTIVE STATISTICS)

.Organizacja danych
Podsumowanie danych
.Prezentacja danych

PN

.

DEDUKCYJNA — MODELOWANIE
STOCHASTYCZNE
( STATISTICAL INFERENCE)

Podaje metody formutowania wnioskéw
dotyczace obiektu badan (populaciji
generalnej) w oparciu o mniej liczny zbiér
(prébe)

GRAFICZNA NUMERYCZNA
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ol Typy danych
ILOSCIOWE JAKOSCIOWE
(QUANTITATIVE, NUMERICAL) (QUALITATIVE, CATEGORIAL)
Przykiady: Przyktady:
Zbior ludzi Pleé
Wiek Stan cywilny
Wzrost

Wysokos¢ zarobkéw

Obliczenia pewnych
parametréw, jak np. srednia
arytmetryczna, mediana,
ekstrema, maja sens
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Mozna przypisac¢ réznym cechom
arbitralne warto$ci liczbowe.

Obliczenia parametréw nie maja
sensu, mozna jedynie podawac np.
udziat procentowy
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mmm Graficzna prezentacja danych

AGH
X ledumsizptsn 2 fégﬁg Dane jakosciowe
mozna prezentowac
1 & 3/23 = 0,1304 na wiele sposobow
zeby zobrazowaé
2 5 5/23 =0,2174 np. czestosc
wystepowania danej
3 10 10/23 = 0,4348 cechy
4 4 4/23 = 0,1739
) 1 1/23 = 0,0435
Razem: 23 1,0000
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mmm Graficzna prezentacja danych

Wykres kotowy

mlE2E3m4m5
1 0,13043478

2 0,2173913

4%
3 0,43
4 0,17391

5 0,04347826

Wstep do probabilistyki i statystyki. wykiad 1 16

@Gw Graficzna prezentacja danych
1 0,13043478
2 U215 Wykres kolumnowy
3 0,43
4 0,17391 04 n |
5 0,04347826 ,4
03
025 1 I- = Serie
02 =A
0,15
o '
0,05 >
*[ -3
1 2 3 4 5
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lllmm H ¥.H
Dane ilosciowe

AGH
Wyniki 34 pomiaréw (np. wielkos¢ ziaren w [nm], temperatura w
kolejnych dniach o godz. 11:00 w [deg. C], czas rozméw
telefonicznych w [min], itp.

3,6 13,2 12 128 135 152 4,8

12,3 9,1 16,6 153 11,7 6,2 9,4

6,2 6,2 15,3 8 8,2 6,2 6,3

12,1 84 145 166 193 153 192

6,5 10,4 11,2 72 6,2 2,3
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ol Histogram

Sporzadzenie wykresu (histogramu):

1. Uporzadkowac zbiér wg. r acych (lub malejacych) wartosci —
program Excel ma taka opcje.

2. Wyniki proby (o liczebnosci n) stanowia zbiér n-liczb (niekoniecznie
réznigcych si¢ od siebie). Celem ich ilustracji dzieli si¢ je na klasy,
tworzac tzn. szereg rozdzielczy.

3. Szerokos$¢ poszczegolnych klas nie musi by¢ taka sama, cho¢ zwykle
stosuje si¢ klasy o tej samej szerokosci

4. llos¢ klas nie moze by¢ zbyt mata ani tez zbyt liczna. Najbardziej
optymalng liczbe klas 'k’ okresla reguta Sturge'a.
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Histogram
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ol Histogram

12 Kas
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Caestosé beawzgledna
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ol Histogram

35 klas

Cagstosé beawzgledna

wae Dl ol d T
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ol Reguta Sturge'a

k=1+3,3log,,n

n=34
k=5.59= 6

Dla naszego przykiadu:

Liczba klas, k

Liczebno$¢ prébki, n

<50 5-7

50 - 200 7-9
200 - 500 9-10
500 — 1000 10 -1
1000 — 5000 11-13
5000 — 50000 13-17
50000 < 17 -20
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AGH

6 klas (optymalnie)

Capstosé wagledna
°
&

Histogram optymalny

005
0

0 20

Wstep do probabilistyki i statystyki. wykiad 1 24




mmm Hazard

AGH
Zdecydowana wiekszos¢ gier losowych opiera si¢ na
prawdopodobienstwie zdarzenia...

...najprostszy,
jak rzut moneta, ...

...catkowicie
...oraz moze by¢ pod tym katem analizowana. |osowy jak

ruletka...

.Prawdopodobienstwo trafienia ,,oczka”
.llos¢ unikatowych rozdan w pokerze
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lllmm Definicja klasyczna
AGH prawdopodobienstwa

Kazdemu zdarzeniu losowemu A przypisujemy liczbe P(A), zwana
prawdopodobienstwem tego zdarzenia, taka ze 0 < P(A) < 1.
»  (Kolmogorov, 1933)

Prawdopodobienstwem zdarzenia A nazywamy stosunek liczby n,
zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A do liczby wszystkich

zdarzen N n
P(4)=—+
( ) N

P(Q)=1

Przy czym A jest podzbiorem tzw. zdarzenia pewnego Q.

ACQ
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lllmm Definicja klasyczna
AGH prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo sumy wzajemnie wykluczajacych
sie zdarzen losowych A i B jest réwne sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen

»  (Kolmogorov, 1933)

czyli:

P(4UB)=P(A4)+P(B),gdzie ANB=
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mmm Przykiad
AGH zdarzenia losowego

Rzucamy monetg dwa razy. Mozliwe wyniki to:
. (o, 0) — wyrzucenie dwoéch ortow

(o, r) — wyrzucenie orla, a potem reszki

(r, 0) — wyrzucenie reszki, a potem orta

(r, r) — wyrzucenie dwoch reszek

Zatem zbior: E={(o, o); (o, r) ; (r, 0); (r, r)}
jest zbiorem zdarzen elementarnych.

Jezeli zbior zdarzen elementarnych ma E ma n-elementéw to
zdarzen losowych jest 2"
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mmm Przykiad
AGH zdarzenia losowego

W tej sytuacji mozliwych jest 24 zdarzen losowych.

Niektore zdarzenia losowe, np.:

A ={(0,0); (o,r); (r,0)} — wyrzucenie co najmniej 1 orta
B ={(0,0); (o,r);} - orzet w pierwszym rzucie

G = {(0,0);} - wyrzucenie dwoch ortéw

H = {(o,r); (r,0)} — wyrzucenie doktadnie jednej reszki
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mmm Relacje zdarzen

AGH
Suma zdarzen — zachodzi co najmniej jedno ze zdarzen A,B

AUB

lloczyn zdarzen - zachodzi zdarzenie A oraz zdarzenie B

ANB
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@IM Relacje zdarzen

Zdarzenie przeciwne — nie zachodzi zdarzenie A

A

Zdarzenie A pocigga zdarzenie B (operator: zbiér A zawiera si¢ w
zbiorze B)

ACB

Zdarzenia A i B wykluczajace sie

ANB=
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mmm Rzut kostka

AGH

Rzut kostka: wynik od 1 do 6 oczek.

Prawdopodobienstwo wyrzucenia czterech
oczek:

1/6 (teoria)
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ol Rzut koscia

3 rzuty: (wyrzucenie 4:
4l 5y & 2/3 >> 1/6)
10 rzutéw: (wyrzucenie 4:
4,4,5,3,2,6,1,2,2,4 3/10 > 1/6)
1000 rzutéw: (wyrzucenie 4:
4,5,4,3,1,51,2,1,3,2,2,6,6,5,4,... ~1/6)

Czestos$¢ zdarzenia zmierza do
wartosci prawdopodobiefnstwa dopiero
przy wielokrotnym powtdrzeniu.

Wstep do probabilistyki i statystyki. wykiad 1 33




lllm Ogodlna (aksjomatyczna) definicja
acn Prawdopodobienstwa.

Zaktadamy, ze zdarzenia losowe A i B sq podzbiorami tego
samego zbioru zdarzer elementarnych E.

Def. Jeéli kazdemu zdarzeniu losowemu A przyporzadkowano
liczbe rzeczywista P(A) zwanga prawdopodobienstwem
zdarzenia A, w taki sposéb, aby spetnione byly nastepujace
warunki:

T 0<P(A)<1

II prawdopodobiernistwo zdarzenia pewnego jest rowne 1
P(E)=1
III prawdopodobienistwo sumy dwéch wykluczajacych sie
zdarzen jest réwne ie prawdopodobienstw tych zdarzen

P(4UB)=P(A)+P(B),gdzie ANB=O
to okreslona w ten sposéb funkcje P nazywamy
prawdopodobienstwem
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ol Prawdopodobienstwo warunkowe
Ogélna definicja: P4 B)

rlain)-PUR

(Przy czym P(B) > 0 (tj. zdarzenie B musi by¢ jakkolwiek
prawdopodobne)

Efektywnie, kazde praw:
zdarzen Ai B:

p ien o jest war : np. dla danych

P(4)=P(4|Q)
AnB=@ = P(4|B)=0
P(4)
(B
Bc A= P(4|B)=1

Ac B= P(4|B)=

v

=
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lllmm Kostka - przykiad 1

AGH

Rzucamy trzema kostkami 6-cio-Sciennymi. Wiemy, ze na
kazdej kostce wypadta inna liczba oczek. Jakie jest
prawdopodobienstwo ze na jednej kostce wypadto 5
pod warunkiem ze na kazdej kostce wypadta inna
liczba?

P(Amfz):Lg3
654
p(B)="""~
(5)-22
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ol Telekomunikacja

Obciazenie sieci telekomunikacyjnej w ciggu dnia:
.przesytanie danych w Internecie
.ilo$¢ wykonanych potaczen telefonicznych

STATS DATA-BITS - last 24 hours

events/ses

Hen 00:00

Tevents/ses] I ave W AT
BowasTsoom T2 M de7sw  4mam sssmw
B OATA-E1TS.UP M GOH 08 M 1008 H
B DATA-BITS-DROP 1M n 4n zZH

B DATA-BITS.ERR 1M 2 am 2n

“Last opdote; (12090 21000

i

o Epidemiologia

Statystyka umozliwia analize i modelowanie rozwoju
choréb oraz pomaga zapobiega¢ epidemiom.

Statystyka medyczna, np.
Srednia liczba zachorowari w
regionie

Statystyka spoteczna, np.
gestos$¢ zaludnienia

Statystyka gospodarcza, np.
PKB, wydatki na opieke
zdrowotng

Liczba zachorowan na $winskg grype w roku 2009 w USA
(Zrédio: http://commons.wikimedia.org)
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ol Meteorologia

]
i
Modele pogodowe
umozliwiajace
przewidywanie pogody oraz

wykrywanie potencjalnych
kataklizméw, np. huraganéw £

net/Math_F ing. himi)

metmo-conmoaicr enupl
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