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Przedmiot: Fizyka

MOMENT PEDU | ENERGIA KINETYCZNA W
RUCHU PUNKTU MATERIALNEGO PO OKREGU

Definicja
momentu
pedu

L=mrv=mréw £\

L =lw |= mr?
\ ¥ 4

Moment bezwtadnosci | Energia kinetyczna
ruchu obrotowego

Jednostka | jest 1 kg m?
2 ° E, = mv%/2 = mréw?/2 = lw?/2
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Przedmiot: Fizyka

Ruch po okregu powoduje sita dosrodkowa. Jest to

F=f(r)r

sitfa centralna.

N

Moment sity centralnej wzgledem ,centrum” wynosi

ZEero. %:foZFXf(r)f:rf(r)fo:O
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Wydziat EAIIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Konsekwencja: Moment pedu jest zachowany

Przez analogie do: mamy: g
dt

to

—

L =const
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Przedmiot: Fizyka

Przyktad 1Trzy punkty materialne o masach m sg potgczone
Ze sobg | z osig obrotu trzema cienkimi sznurkami kazdy o
dtugosci a. Uktad obraca sie wzgledem osi obrotu z
predkoscig kgtowg » w taki sposob, ze punkty materialne
znajdujg sie na jednej prostej. Obliczy¢ catkowity moment
pedu tych trzech punktow materialnych Przyjac, ze dane
sg wielkosci m, a, .

a
./
a \_—~
) ./om m
— -
O
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Przedmiot: Fizyka

Catkowity moment pedu
uktadu jest sumg momentow
pedu poszczegolnych mas

L=ma‘w+m(2a)’w+m(3a)’w=14 ma‘w

—
I

Moment bezwtadnosci | uktadu tez
jest sumg momentow bezwitadnosci
poszczegolnych mas
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Przedmiot: Fizyka

Moment pedu uktadu punktow materialnych

Korzystajac z
tozsamosci
wektorowej

Wyktad 5

w jest takie

samo dla
wszystkich
punktow bryty
sztywnej

definicja momentu
pedu bryty sztywnej
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Przedmiot: Fizyka

r ) — 2 2 2 2
l‘nO("‘)_Xn(’ox_I_Yn(oy_|_zn(’oz r=X,+y,+7Z,

elementy tensora momentu bezwtadnosci
L =1 o + Ixyooy +1 o,
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Przedmiot: Fizyka

TENSOR MOMENTU BEZWLADNOSCI BRYLY
SYARA\ =N

L =1 o + Ixymy +1 o,
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Przedmiot: Fizyka

Tensor momentu
bezwtadnosci

definicja elementow definicja elementow
diagonalnych pozadiagonalnych

N N N

2 2 2 2

n Xn) :Zmn(yn + Zn) Xy _ZmanYn — _ZmnYan :Iyx
n=1

n=1 n=1

N
L —z) =y my(x; +Y5)

n=1

Tensor jest symetryczny I, =,
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Przedmiot: Fizyka

lle jest niezaleznych elementow?  9?

Nie, jest 6 elementow bo tensor symetryczny

A Aczasami do 3 — tensor diagonalny

Uktad osi
gtownych

>
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Przedmiot: Fizyka

Tensor momentu bezwtadnosci dla ciggtego
rozktadu masy

rozktad dyskretny rozktad ciggty

L =Y m, —x)=Sm,y +2) L, = [p(E)(r* - x*)dV
n=I n=l
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Przedmiot: Fizyka

INTERPRETACJA ELEMENTOW TENSORA MOMENTU
BEZWLADNOSCI

3 2 2 a 2
Izz = Zmn(xn + Yn) = Zmnpnz

n=1 n=1

kwadrat odlegtosci od
osi OZ

2 2 2

Elementy diagonalne majg

X klasyczng interpretacje
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Przedmiot: Fizyka

INTERPRETACJA ELEMENTOW TENSORA MOMENTU
BEZWLADNOSCI

Elementy pozadiagonalne
pojawiajg sie gdy pojawia
sie asymetria
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Przedmiot: Fizyka

Moment bezwtadnosci jest tensorem, zatem w 0golnym
przypadku wektor momentu pedu nie musi by¢ rownolegty
do wektora predkosci katowe].

Przyktad 2 RozwazyC uktad czterech mas m,(a/2,a/2),
m,(-al2,al2), my(-al2,-al2) oraz m,(a/2,-al2) gdzie m, = m,
= m =1 kg, m,=m,=2 kg, rozmieszczonych w
wierzchotkach kwadratu o boku a = 2 cm. Uktad mas

narysowac. (a) Znalez¢ tensor momentu bezwtadnosci
tego uktadu mas. Wskazac elementy diagonalne |
pozadiagonalne. (b) Zaktadajgc, ze podczas obrotu z
predkoscig katowa o=wi wzajemne odlegtosci miedzy
masami nie ulegajg zmianie, znalez¢ wektor momentu
pedu tego uktadu mas | sprawdzic czy jest rownolegty do
wektora predkosci katowej .

Wyktad 5 2015/2016, zima




Przedmiot: Fizyka

m;=m(-a/2,-a/2) m,=2m(a/2,-a/2)

Wyktad 5 2015/2016, zima 18




Przedmiot: Fizyka

ty Zn=0

m2=2m(-a/2,a/2) m1=m(a/2,a/2)

=m(-a/2,-a/2
m,=m(-a/2,-a/2) m,=2m(a/2,-a/2)

Tensor momentu
bezwtadnosci

2015/2016, zima




Przedmiot: Fizyka

Wektor momentu pedu

—ma2m+(lma2j'0+0
2 2
|

2 % 1 2
ma (01+5ma O]
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m,=2m(-a/2,a/2)

m;=m(-a/2,-a/2)

Wyktad 5

m,=2m(a/2,-a/2)

2015/2016, zima

Przedmiot: Fizyka

W uktadzie
odniesienia XY
tensor momentu
bezwtadnosci nie
jest diagonalny

W uktadzie
odniesienia XY’
tensor momentu
bezwitadnosci jest
diagonalny




Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 5.1

Dwa ciata o masach 200 g i 300 g sg potgczone lekkim
pretem o dtugosci 50 cm. Srodek masy uktadu jest
poczatkiem kartezjanskiego uktadu wspotrzednych. Pret

lezy w ptaszczyznie XY i tworzy kat 20° z osig QY. (a)
Znalezc tensor momentu bezwitadnosci w tym uktadzie
odniesienia. (b) Sprawdzi¢, czy wektor momentu pedu jest
rownolegty wektora predkosci kgtowej gdy pret obraca sie
dookota osi OX z predkoscig kagtowg w.
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Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 5.2

Udowodnic, ze:

N

B 2

Lo +1,,+1, = 2> m.r;
n=I

Jest to bardzo uzyteczne twierdzenie, ktore
pozwala obliczy¢ np. moment bezwtadnosci
powtoki kulistej
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Przedmiot: Fizyka

Moment bezwladnosci powloki kuliste]

Powtoka ma mase catkowitg

m M i promien R

n

N
2
I +1,+1, = ZZlm r

31_2R22m =2R’M L1 —MR2
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Moment bezwitadnosci kuli

\Y

dV = dnrdr

Wyktad 5
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Tensor momentu bezwtadnosci wybranych bryt
w ukiadzie osi giownych

symetria sferyczna

powtoka kulista-
sfera

petnha kula

Wyktad 5




Przedmiot: Fizyka

symetria cylindryczna

walec o promieniu podstawy R i wysokosci H
oraz masie M
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Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 5.3

Zapoznac sie z Tabelg 11.2 str.274 podrecznika HWR-1.
Przeanalizowa¢ momenty bezwtadnosci bryt sztywnych tam

umieszczonych.
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Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 5.4

Znalez¢ (w ukfadzie osi gtownych) tensor momentu
bezwiadnosci:

(a)obreczy o promieniu R i masie M
(b)petnego dysku o promieniu R i masie M

(c) prostokata o bokach a i b oraz masie M

ZADANIE DOMOWE 5.5 - dla ambitnych

ZnalezC (w ukfadzie osi gtownych) tensor momentu
bezwtadnosci walca o promieniu podstawy R i wysokosci
H oraz masie M
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Sm-$rodek masy

Wyktad 5

Przedmiot: Fizyka

Twierdzenie o osiach
rownolegtych — twierdzenie
Steinera

Jezeli 0s Z' jest
rownolegta do osi z, to

I..=1_+Ma’

VZ' -

a jest odlegtoscig pomiedzy
osiami

2015/2016, zima




Przedmiot: Fizyka

Przyktad 3 Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnego
preta o masie M i dtugosci L wzgledem osi przechodzacej
przez (a) srodek masy preta (b) przez jeden z koncow

preta

Wyktad 5

a=L/2

tw. Steinera

gestosé ) — dm M

linlowa dy

dm

/ L/2 3
= [y*dm = szy Ay =24 [ y2dy_@(£j

2

0 -L/2 3

2015/2016, zima




Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 5.6

Moment bezwtadnosci preta wzgledem osi przechodzgcej
przez koniec preta mozna obliczyC nie korzystajac z
twierdzenia o osiach rownolegtych (tw. Steinera). Pokazac,

ze prawidtowy wynik otrzymamy poprzez prostg zmiane
granic catkowania.
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Przedmiot: Fizyka

Energia kinetyczna bryty sztywnej w ruchu
obrotowym
Energie kinetyczng bryty sztywnej obracajgcej sie dookota
nieruchomego srodka masy nazywamy energig rotacyjng i
wyrazamy wzorem:

znajdujemy ((7) X F)2 =o’r’ - (@o l7)2
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Przedmiot: Fizyka

Energie kinetyczng (rotacyjng) bryty sztywnej o dowolnym
ksztatcie zapisujemy jako:

Ek:l(mzl +ol, +0l +20.0] +20.0l1 +20 0l )
o Yy UZ7yzZ Z77X " zZX

XXX yyy Z 77 X Uy TXy

dla bryt o symetri
sferycznej

| S B N T
E, =—l(o, +o;, +o,)=—Ilo
k 2( X y z) 9
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Przedmiot: Fizyka

TOCZENIE BEZ POSLIZGU

Toczenie bez poslizgu jest specyficznym rodzajem
ruchu bryty sztywnej, bedgcym ztozeniem ruchu

postepowego srodka masy | ruchu obrotowego
wokot srodka masy
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Przedmiot: Fizyka

2V.

SM

D
PV 9V __
wWR v=0

ruch obrotowy |
wokot osi ruch postgpowy toc;_eme pez
poslizgu jako

rzechodzgcej
grzez érodgk J ztozenie ruchow

masy

Przyczyng toczenia bez poslizgu jest sita tarcia statycznego
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Przedmiot: Fizyka

Przyktad 4 Obliczy¢ energie kinetyczng toczacych sie bez
poslizgu bryt. @) walca b) kuli c) cienkiej obreczy.
Wszystkie bryty majg te samg mase m=1 kg i te samg
predkosc liniowg srodka masy v¢,,=10 m/s

energia kinetyczna

catkowita ruchu obrotowego

energia kinetyczna

I 5
=—myv,

Sm

energia kinetyczna
ruchu postepowego

E. = lmRz(x)2

P2
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Przedmiot: Fizyka

.. Catkowita energia kinetyczna

2

2
kuh mR

1 1
( ) obreczy E o = EmR o’ +2mR o> =mv,_

:
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Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 5.7

Pod gore rowni pochytej wtaczajg sie: kula i walec. Obie
bryty u podstawy rowni miaty te samg predkosc srodka

masy. Ktora z bryt wtoczy sie wyzej?
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Przedmiot: Fizyka

ROWNANIA RUCHU BRYLY SZTYWNEJ -
ROWNANIA EULERA

W uktadzie zwigzanym ze srodkiem masy bryty, czyli w

uktadzie obracajgcym sie razem z brytg (w uktadzie
nieinercjalnym)

wypadkowy
moment sity

zmiana momentu pedu zmiana momentu
w uktadzie inercjalnym pedu w uktadzie

nieinercjalnym
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Il zasada dynamiki
dla ruchu
obrotowego
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Precesja swobodna

Wyktad 5
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ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU

PEDU

2015/2016, zi




Przedmiot: Fizyka

W ukfadzie inercjalnym, . di
wypadkowy moment sit Twyp — E zmiana momentu pedu
zewnetrznych

bryty sztywnej

. EE dL _ .
Jezell to czyli

moment pedu jest zachowany

Zasada zachowania momentu
pedu
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llustracja zasady zachowania
momentu pedu

Momentpedu L =1l ®

Moment bezwtadnosci | opisujgcy rozktad masy obiektu
|I=(masa) x (odlegtos¢ od osi obrotu)? maleje, to predkosé
katowa o rosnie
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Przedmiot: Fizyka

Przyktad 5 Na rysunku przedstawiono studenta siedzgcego
na stotku obrotowym. Student pozostaje w spoczynku,

Wyktad 5

trzymajgc w

reku koto

rowerowe, ktére ma moment

bezwtadnosci 1,=1.2 kg-m? wzgledem swojej osi. Koto

obraca sie z predkoscig katowa
Wi = 3,9 obrotéw/s. W pewnej
chwili student obraca koto w wyniku
czego student, stotek i Srodek masy
kota zaczynajg sie obracaC razem
wokot osi obrotu stotka. Moment
bezwtadnosci tego ciata ztozonego

=6,8 kg 'm? Obliczy¢
predkos¢  katowg  w gy, po

obréceniu kota. W jakim kierunku
obraca sie student wraz z kotem?

WynOSi Icia’fa

2015/2016, zima
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Rozwigzanie:

z zasady zachowania momentu pedu - -
L =L

przed

+

—

Lcialal—L kola

Lkoio — Lcial o Lkolo

L =2 Lkolo

cial
(Dciallcial — 2 (Dkololkolo
™

cial —
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Przedmiot: Fizyka

Porownanie podstawowych wielkosci
fizycznych i wzorow

Ruch postepowy
(staty kierunek)

Ruch obrotowy
(stata os obrotu)

potozenie

potozenie katowe | a (rad)

predkosc liniowa
v (m/s)

przyspieszenie
liniowe a (m/s?)

predkosc kgtowa
w (rad/s)

przyspieszenie
katowe ¢ (rad/s?)

Masa

moment
bezwtadnosci

Wyktad 5

2015/2016, zima




Przedmiot: Fizyka

Poréwnanie podstawowych wielkosci
fizycznych i wzoréw cd.

sSita moment sity

F (N) (N m)

ped moment pedu
p (kg m/s) L (kg m?s)

energia energia
Kinetyczna E, (J) Kinetyczna E, (J)

uogolniona uogolniona
zasada dynamiki zasada dynamiki [
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Przedmiot: Fizyka

PODSUMOWANIE

(1 Do opisu ruchu obrotowego bryty sztywnej uzywamy
wektorow: momentu pedu, wektor momentu sity | predkosci
katowe]. Wprowadzamy rowniez pojecie rotacyjnej energii
Kinetyczne,.

 Wektory momentu pedu i predkosci katoweﬁnie muszg

byC do siebie rownolegte, bo gdzie jest

tensorem momentu bezwiadnosci

[ Postaé¢ tensora momentu bezwtadnosci ma $cisty
zwigzek z symetrig bryty sztywnej | wybranym uktadem
odniesienia

J Réwnania Eulera opisujg dynamike bryty sztywnej
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