
Całka potrójna



Obszar normalnyΩ (względem OXY) jest dany następująco

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

ϕ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ ψ 𝑥

𝑔 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑧 ≤ ℎ 𝑥, 𝑦

gdzie wszystkie funkcje są ciągłe w odpowiednich zakresach.

Zamiana na całkę iterowaną
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Interpretacja geometryczna

ම
Ω

1𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

to objętość Ω



Przykład. Obliczyć 
Ω
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 jeśli Ω jest bryłą ograniczoną przez płaszczyzny 𝑥 = 0 , 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.

Rozwiązanie. Obszar Ω wygląda następująco (na rys. zaznaczono też D, które jest rzutem Ω na OXY)
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𝜙

Θ

𝜌

𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 θ 𝑐𝑜𝑠ϕ

𝑦 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 θ 𝑠𝑖𝑛ϕ

𝑧 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 θ

𝐷 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝐷 𝜌,ϕ, θ
= 𝜌2 𝑐𝑜𝑠 θ

𝜙
𝑟

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠ϕ

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 ϕ

𝑧 = 𝑧

𝐷 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝐷 𝑟,ϕ, 𝑧
= 𝑟

Współrzędne sferyczne Współrzędne walcowe



Przykład. Oblicz 

ම
Ω

𝑥 + 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

gdzie  Ω jest bryłą ograniczoną od spodu przez powierzchnię stożka 

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, a od góry przez sferę 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2.

Rozwiązanie.  Ω jest (niepełnym) wycinkiem kuli więc 

(prawdopodobnie) najlepsze będą współrzędne sferyczne 
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Przykład. Oblicz 

ම
Ω

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

gdzie  Ω jest stożkiem 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧 ≤ 1.

Rozwiązanie. Do stożka pasują współrzędne walcowe. Po wstawieniu 

współrzędnych walcowych stożek ma równanie 𝑧 = 𝑟. Czyli ten stożek można 

opisać następująco (ważne!)

0 ≤ ϕ < 2π (oczywiste)

0 ≤ 𝑟 ≤ 1

𝑟 ≤ 𝑧 ≤ 1 (𝑜𝑑 𝑠𝑝𝑜𝑑𝑢 𝑠𝑡𝑜ż𝑒𝑘 𝑧 = 𝑟)
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