Catka potrojna



Obszar normalny () (wzgledem OXY) jest dany nastepujgco
a<x <bh
¢(x) <y < yY(x)
9(x,y) <z < h(x,y)

gdzie wszystkie funkcje sg ciggte w odpowiednich zakresach.

Zamiana na catke iterowang
P(x) h(x,y)
dy f f(x,y,z)dz
)

X
@ (x) g(x,y

b
fhﬂ f(x,y,z)dxdydz = Jd

Interpretacja geometryczna

[[[ st

to objetosc Q)



Przyktad. Obliczy¢ fffn(x + y + z)dxdydz jesli Q jest brytg ograniczong przez ptaszczyzny x =0,y =0,z=0, x+y+z = 1.

Rozwigzanie. Obszar () wyglada nastepujgco (na rys. zaznaczono tez D, ktdre jest rzutem 0 na OXY)

z=1-x-y

1 1-x 1-x-y
ff (x+y+z)dxdydz=fdxf dyf (x+y+2)dz =
Q 0 0 0

1 1-x ZZ 1_x_y
j dxj xz+yz+—| dy =
0 0 2 lo

1 1-x 1— x — )2
f dxf x(l—x—y)+y(1—x—y)+( 5 2 dy = -
0 0




Wspotrzedne sferyczne

X =pcosBcosd
y=pcosBsind
Z=psinB

D(x,y,z)

— '~ = p?cosHO
D(p,,0)

Wspotrzedne walcowe

X =1rcosd
y=rsind
zZ=2z

D(x,y,2)
D(r.d,2)
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Przyktad. Oblicz

j .[ jﬂ(x + y)dxdydz

gdzie () jest brytg ograniczong od spodu przez powierzchnie stozka
z = +/x% + y2, a od géry przez sfere x? + y2 + z% = 2.

Rozwigzanie. () jest (niepetnym) wycinkiem kuli wiec
(prawdopodobnie) najlepsze bedg wspdétrzedne sferyczne

/2 1
dﬁf (r cos 0 cos & + rcos B sin)r? cos 0 dr
0

/2
I = dd
0 /4



-C_'::: stozek (Z

Przyktad. Oblicz
jf (x? + y?)dxdydz
Q

gdzie () jest stozkiem {/x2 +y2 <z <1.

Rozwigzanie. Do stozka pasujg wspotrzedne walcowe. Po wstawieniu
wspotrzednych walcowych stozek ma rownanie z = r. Czyli ten stozek mozna
opisa¢ nastepujaco (wazne!)

0<¢d< 2m (oczywiste)
0<r<i1

r<z<l1 (od spodu stozek z =)

2T 1 2T

I=Oj dqbojdrjrz-rdz:b[ d¢jr3(1—r)dr=2n<%—%>.



Zadaniel . Obliczyc calki potrojne =z danej funkeji f po wskazanym obszarze.
a) flx,y,z)=¢e"7*  U:zx<0,—r<y<1,0<2< —x;

b) fle,y,2)=a2+9y% U:2?+12<41—-0<2<2—1;

Zadanie 2.

a) Obliczyc fffﬂ(xz + y?) dxdydz, gdzie 2 oznacza obszar ograniczony powierzchniami x* + y* = a?,

+y*=>b*(a<bh),z=0iz=c(c>0).

b) Obliczyé¢ fffﬂ(xz + y?) dxdydz, gdzie 2 jest stoikiem 2\/x2 + y2 =z < ci(c > 0).

c) Obliczyé fffn z dxdydz, gdzie 2 jest brylg ograniczong z géry przez sfere x% + y* + z2 = R?, a od
spodu przez stozek z = /3x2 + 3y2, przyczym x = 0,y < 0.

J}.E EZ
bz = Lz 0Tz pltaszczyzng z = ¢ = 0.
(wskazowka: wyprébuj podstawienie x = arcos ¢,y = brsind,z = ct)

d) (*) Obliczy¢ objetosc bryly ograniczonej powierzchniami: :% +



