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Podstawy Sztucznej Inteligencji i Uczenia Głębokiego:

4: Sieci Neuronowe – na trzy sposoby

Ziemowit Dworakowski
AGH w Krakowie

Inżynieria Mechatroniczna

Zbudujmy model neuronu:
McCulloch – Pitts neuron (1943)
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Zmieniając wagi połączeń możemy zmusić sieć do zachowywania się w 
różny sposób. Pytanie: Jak je ustawić w optymalny sposób? 

Algorytm wstecznej propagacji błędu (1986) (t+43 lat…)

(Nowoczesny) Wielowarstwowy Perceptron (MLP):

Wpuszczamy dane Zbieramy odpowiedzi

Porównujemy z 
targetem i 

wyznaczamy błąd

Używamy błędu (dokładniej: jego gradientu) 
do aktualizacji wag

Jak sprawić, by sieć neuronowa robiła to, co chcemy?
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𝜎(𝒘1 ∙ 𝒙 + 𝑤𝑏)

1

0

0

x1

x2

𝑤1𝑥1 +𝑤1𝑥2 +𝑤𝑏 > 0 ?

Target: 0

Sieć zwraca 1

Wiemy, że trzeba obrócić linię 
w ten sposób. Ale skąd ma to 
wiedzieć algorytm uczący?

𝜎 𝒘1 ∙ 𝒙 + 𝑤𝑏,1

x1

x2
Sieć zwraca: 0.95

Target: 0

Sieć zwraca 1

Im więcej użyjemy „linii” tym 
bardziej elastyczny będzie 
model

x1

x2

Każda z nich to po 
prostu neuron! 
Zobaczcie:

𝜎 𝒘1 ∙ 𝒙 + 𝑤𝑏,1
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Algorytm propagacji wstecznej z zastosowaniem 
największego spadku gradientu

(podstawowy, bez dodatków)

Zacznij od losowych wartości wag

Wyznacz gradient błędu ze względu na 
wszystkie wagi

Zmodyfikuj wagi w kierunku 
największego spadku gradientu

x1

x2

𝑦 = 𝑓(𝒘,𝒙)

Będziemy potrzebować wielu stopni swobody, nieliniowości… 
I możliwości modyfikowania zgodnie z zapotrzebowaniem…

Funkcja mapująca dane w inną przestrzeń

𝑦 = 𝑓(𝒘, 𝒙)

𝑦 = 𝑓1 𝒙 + 𝑓2 𝒙 + … + 𝑓𝑛 𝒙
Pewnie warto zbudować taką funkcję z elementów składowych:

Dobrze, by dało się zarządzać nimi za pomocą parametrów:

𝑦 = 𝜎 𝒘1, 𝒙 + 𝜎 𝒘2, 𝒙 + … + 𝜎 𝒘𝑛, 𝒙

𝜎 𝒘, 𝒙 =
1

1 + 𝑒−(𝒘𝒙+𝑤0)
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𝑦 = 𝑓(𝒘, 𝒙)

𝑥1
′ = 𝜎 𝒘1,1, 𝒙 + 𝜎 𝒘2,1, 𝒙 + … + 𝜎 𝒘𝑛,1, 𝒙

I teraz „finalna decyzja” – kolejna nieliniowa transformacja:

𝑦 = 𝜎(𝒘𝑛+1,1, 𝒙
′)

𝑥2
′ = 𝜎 𝒘1,2, 𝒙 + 𝜎 𝒘2,2, 𝒙 + … + 𝜎 𝒘𝑛,2, 𝒙
… W tym wektorze są nowe współrzędne!

Jeśli chcemy, możemy to zagnieździć ponownie (𝑦 staje się 𝒙′′, itd...)

Pewnie warto zbudować taką funkcję z elementów składowych:

Dobrze, by dało się zarządzać nimi za pomocą parametrów:

𝑦 = 𝑓1 𝒙 + 𝑓2 𝒙 + … + 𝑓𝑛 𝒙

Sieci neuronowe na trzy sposoby:

Sieć neuronowa to:

Złożona funkcja w nieliniowy sposób mapująca 
dane z przestrzeni wejściowej w przestrzeń 

wyjściową, upraszczając etapowo ich strukturę

Zestaw hiperpłaszczyzn w przestrzeni cech 
tworzący złożone i dopasowywalne do danych 

powierzchnie decyzyjne

Inspirowana biologicznie sieć węzłów które 
potrafią przesyłać między sobą informacje, mająca 

emergentną umiejętność interpretacji danych

∑

∑
∑

b b

Rozważmy prosty wielowarstwowy perceptron (MLP):

𝒙
𝒘3:6

𝒙′ 𝑦

Mamy wartość docelową 𝑡
przypisaną do każdego wektora 𝒙.
Stąd, możemy wyznaczyć błąd 𝑑:

𝒘1:2 𝑤7

𝒘8:9

𝑑 =
1

2
(𝑦 − 𝑡)2

∇𝑑 =
𝜕𝑑

𝜕𝑤1
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤2
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤3
, … ,

𝜕𝑑

𝜕𝑤9

Teraz możemy obliczyć gradient 
𝑑 ze względu na wagi 𝒘:

Gradient mówi nam, w którym 
kierunku zmieniać wagi

𝑥′1 = 𝜎 𝑤3 ∙ 𝑥1 + 𝑤5 ∙ 𝑥2 + 𝑤1

𝑥′2 = 𝜎 𝑤2 ∙ 𝑥1 + 𝑤6 ∙ 𝑥2 + 𝑤2

Możemy je połączyć by dostać postać 
ekwiwalent funkcyjny sieci 𝑓 𝒘, 𝒙

𝑦 = 𝜎 𝑤8 ∙ 𝑥
′
1 +𝑤9 ∙ 𝑥

′
2 +𝑤7
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∑

∑
∑

b b

Rozważmy prosty wielowarstwowy perceptron (MLP):

𝒙
𝒘3:6

𝒙′ 𝑦

Mamy wartość docelową 𝑡
przypisaną do każdego wektora 𝒙.
Stąd, możemy wyznaczyć błąd 𝑑:

𝒘1:2 𝑤7

𝒘8:9

𝑑 =
1

2
(𝑦 − 𝑡)2

∇𝑑 =
𝜕𝑑

𝜕𝑤1
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤2
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤3
, … ,

𝜕𝑑

𝜕𝑤9

Teraz możemy obliczyć gradient 
𝑑 ze względu na wagi 𝒘:

Gradient mówi nam, w którym 
kierunku zmieniać wagi

𝑦 = 𝜎 𝑤8 ∙ 𝑥
′
1 +𝑤9 ∙ 𝑥

′
2 +𝑤7

𝑝

𝜕𝑑

𝜕𝑤9
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑤9
= 𝑦 − 𝑡 …

𝜕𝑑

𝜕𝑦
= 𝑦 − 𝑡

𝑦 = 𝜎 𝑝 =
1

1 + 𝑒−(𝑝)

𝜕𝜎

𝜕𝑝
=

𝜕

𝜕𝑝
(1 + 𝑒−𝑝)−1= −(1 + 𝑒−𝑝)−2 ∙ 𝑒−𝑝 ∙ −1

𝜕𝜎

𝜕𝑝
=

1

1 + 𝑒−(𝑝)
∙

1

1 + 𝑒−(𝑝)
∙ 𝑒−𝑝

𝜕𝜎

𝜕𝑝
=

𝑒−𝑝

1 + 𝑒−(𝑝)
∙

1

1 + 𝑒−(𝑝)

𝜕𝜎

𝜕𝑝
=
1 + 𝑒−𝑝 − 1

1 + 𝑒−(𝑝)
∙

1

1 + 𝑒−(𝑝)

𝜕𝜎

𝜕𝑝
= 1 −

1

1 + 𝑒− 𝑝
∙

1

1 + 𝑒− 𝑝
= (1 − 𝑦) ∙ 𝑦

∑

∑
∑

b b

Rozważmy prosty wielowarstwowy perceptron (MLP):

𝒙
𝒘3:6

𝒙′ 𝑦

Mamy wartość docelową 𝑡
przypisaną do każdego wektora 𝒙.
Stąd, możemy wyznaczyć błąd 𝑑:

𝒘1:2 𝑤7

𝒘8:9

𝑑 =
1

2
(𝑦 − 𝑡)2

∇𝑑 =
𝜕𝑑

𝜕𝑤1
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤2
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤3
, … ,

𝜕𝑑

𝜕𝑤9

Teraz możemy obliczyć gradient 
𝑑 ze względu na wagi 𝒘:

Gradient mówi nam, w którym 
kierunku zmieniać wagi

𝑦 = 𝜎 𝑤8 ∙ 𝑥
′
1 +𝑤9 ∙ 𝑥

′
2 +𝑤7

𝑝

𝜕𝑑

𝜕𝑤9
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑤9
= 𝑦 − 𝑡 𝑦 1 − 𝑦 …

𝑦(1 − 𝑦) 𝑦 = 𝜎 𝑝 =
1

1 + 𝑒−(𝑝)
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∑

∑
∑

b b

Rozważmy prosty wielowarstwowy perceptron (MLP):

𝒙
𝒘3:6

𝒙′ 𝑦

Mamy wartość docelową 𝑡
przypisaną do każdego wektora 𝒙.
Stąd, możemy wyznaczyć błąd 𝑑:

𝒘1:2 𝑤7

𝒘8:9

𝑑 =
1

2
(𝑦 − 𝑡)2

∇𝑑 =
𝜕𝑑

𝜕𝑤1
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤2
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤3
, … ,

𝜕𝑑

𝜕𝑤9

Teraz możemy obliczyć gradient 
𝑑 ze względu na wagi 𝒘:

Gradient mówi nam, w którym 
kierunku zmieniać wagi

𝑦 = 𝜎 𝑤8 ∙ 𝑥
′
1 +𝑤9 ∙ 𝑥

′
2 +𝑤7

𝑝

𝜕𝑑

𝜕𝑤9
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑤9
= 𝑦 − 𝑡 𝑦 1 − 𝑦 ∙ 𝑥′2

𝜕𝑝

𝜕𝑤9
= 𝑥′2

∑

∑
∑

b b

Rozważmy prosty wielowarstwowy perceptron (MLP):

𝒙
𝒘3:6

𝒙′ 𝑦

Mamy wartość docelową 𝑡
przypisaną do każdego wektora 𝒙.
Stąd, możemy wyznaczyć błąd 𝑑:

𝒘1:2 𝑤7

𝒘8:9

𝑑 =
1

2
(𝑦 − 𝑡)2

∇𝑑 =
𝜕𝑑

𝜕𝑤1
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤2
,
𝜕𝑑

𝜕𝑤3
, … ,

𝜕𝑑

𝜕𝑤9

Teraz możemy obliczyć gradient 
𝑑 ze względu na wagi 𝒘:

Gradient mówi nam, w którym 
kierunku zmieniać wagi

𝑦 = 𝜎 𝑤8 ∙ 𝑥
′
1 +𝑤9 ∙ 𝑥

′
2 +𝑤7

𝑝

𝜕𝑑

𝜕𝑤9
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑤9
= 𝑦 − 𝑡 𝑦 1 − 𝑦 ∙ 𝑥′2

𝑥′2 = 𝜎 𝑤4 ∙ 𝑥1 + 𝑤6 ∙ 𝑥2 + 𝑤1

𝑢

𝜕𝑑

𝜕𝑤6
=
𝜕𝑑

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑥′2

𝜕𝑥′2
𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑤6
Poruszając się od wyjścia do wejścia, 
propagujemy obliczanie gradientu błędu –
używając algorytmu wstecznej propagacji błędu

treningowy

walidacyjny

testowy

∑

∑

∑

b
b

𝒘3:6

𝒘1:2 𝑤7

𝒘8:9

Mały pakiet 
(batch) danych

Odpowiadające 
etykiety

Iteracje
epoki

Błąd

Epoka oznacza jedno przejście 
pełnego zbioru danych przez sieć

Błąd treningu

Błąd walidacji

Powinniśmy 
zatrzymać 

trening tutaj

Zatrzymujemy trening jeśli:
- Błąd walidacji nie poprawia się przez dłuższy czas
- Skończy nam się czas
- Gradient spadnie (prawie) do zera

19
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f2

f1

Błędy treningu Błędy walidacji

1 12 7

2 10 5

3 7 4

4 5 4

5 3

f2

f1

Błędy treningu Błędy walidacji

1 12 7

2 10 5

3 7 4

4 5 4

5 3 6

y

x

𝑓 𝒘,𝒙 = 𝑓1 𝒘1, 𝒙 + 𝑓2 𝒘2, 𝒙 + ⋯+ 𝑓3 𝒘3, 𝒙

Pomysł: Weźmy wiele relatywnie prostych funkcji 
nieliniowych i dodajmy je do siebie…

Regresja wielowarstwowym perceptronem
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Sieci radialne (RBFN)

∑

∑
∑

b b

𝒙
𝒘3:6

𝒙′ 𝑦

𝑤7

𝒘8:9

Uczone z zastosowaniem 
gradientowego algorytmu 
propagacji wstecznej błędu

Dobre we wnioskowaniu lokalnym

Sieci rekurencyjne

∑

∑
∑

b b

𝒙
𝑦

Dodanie połączeń rekurencyjnych pozwala 
sieci na zbudowanie krótkotrwałej pamięci –
co przydaje się w predykcji szeregów 
czasowych oraz w identyfikacji

Sieci Kohonena (Samoorganizujące się mapy)

x1

x2
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Sieci Kohonena (Samoorganizujące się mapy)

x1

x2 Wykonują klasteryzację i 
detekcję anomalii oraz mapują 
dane w przestrzenie o mniejszej 
liczbie wymiarów

Physics-informed neural networks

∑
∑

b b

𝒇(𝒙)

𝒇(𝒙)

f

A

Sieci typu PINN wbudowują wiedzę 
ekspercką w swoją strukturę, 
pozwalając na trening na podstawie 
mniejszej ilośći danych

Wiemy, że ten pomiar nie jest 
wyjaśnialny na gruncie fizycznym

Autoenkodery

Uczone odtwarzania wejścia na wyjściu 

Pozwalają na kompresję danych i 
wykrywanie anomalii

28
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1. Wyjaśnij działanie sieci MLP na jeden z trzech sposobów
2. Narysuj schemat neuronu McCullocha-Pittsa i opisz jego elementy
3. Wyjaśnij dlaczego neuron McCullocha-Pittsa jest reprezentowany przez 

hiperpłaszczyznę w przestrzeni cech
4. Narysuj schemat sieci MLP i opisz jej elementy
5. Wyjaśnij zasadę działania algorytmu propagacji wstecznej błędu 

(nie ma konieczności przedstawiania przykładowych obliczeń ani wzorów)
6. Napisz równanie sigmoidalnej funkcji aktywacji
7. Wyjaśnij podstwowy sposób ochrony przed przeuczeniem (jak w tym celu 

wykorzystać zbiór treningowy i walidacyjny?)
8. Wyjaśnij zasadę działania i cel stosowania sieci Kohonena, Radialnych, PINN, 

Autoenkoderów i Rekurencyjnych

Materiał do powtórki:

31
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